Terminale %

MATHEMATIQUES

Représentations paramétriques et équations cartésiennes : entrainement 1
(corrigé)

Exercice 1

1. a. Coordonnées des points P, @), R et (2.

Pas compliqué

Le point Q étant le centre du
Ona P(2;0;0);Q0;0;2),R0;4;6)etQ(3;3;3). cube, c’est le milieu de [AG] ave
G(6;6; 6)et A(O; 0; 0).

-2 -2
b.]@ 0 ;ﬁ 4
2 6

7 est normal au plan (PQR) si, et seulement si, il est orthogonal aux deux vecteurs non colinéaires }%

et ﬁ
On doit avoir ﬁ]% =0et WP—}% = 0 donc :

—242c=0 c=1
—
—244b+6c=0 b=-1

Les coordonnées du vecteur 77 sont

1
7| -1
1
a
1 Si ﬁ —b | est un vecteur nor-
c. i1 | —1 | est un vecteur normal au plan (PQR) donc (PQR) : €
) mal d’un plan, alors une équation

cartésienne du plan est donnée
par ax + by + cz +d = 0. Pour
déterminer la valeur de d on uti-
lise les coordonnées d’un point d
ce plan.

r—y+z+d=0

Or P(2; 0; 0) € (PQR) donc zp —yp+2p +d=0.

Finalement :
(PQR):z—y+2—2=0.
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2. a. Représentation paramétrique de A.

——— )

Faites un petit schéma pour
visualiser la situation. Comme
Un vecteur directeur de A est donc 77. la droite est perpendiculaire au
plan, un vecteur normal du plan
est un vecteur directeur de la

droite.
Une représentation paramétrique de A est donc : Un point, un vecteur
r=34+1t Pour cette représentation para-

métrique, on a choisi le point 2

=3—-t ,teR . ~
y -y et le vecteur directeur 7.
Z = . J

b. Le point I est a l'intersection de la droite A et du plan (PQR).
Ses coordonnées vérifient la représentation paramétrique et 1’équation cartésienne du plan.

On doit donc avoir :

r=3+t
y=3—-1
z=34+1

r—y+2—-2=0

Onendéduit: 34+t —3—1t)+B+1t) —2=0<=3t+1=0<=t=—

W~

On calcule alors les valeurs de z, y et z.

1 1 1 8 10 8
L Pa I I . . _ I . . .
es coordonnées de I sont (3 3 3+ 3 3 3) donc <3 P 3)

Exercice 2

1. Le point H a pour coordonnées (1 ; 1; 1) et BH qui est un vecteur directeur de la droite (BH) a pour
1

coordonnées : | 1

1
Ainsi, une représentation paramétrique de la droite (BH) est : —
Explications
x =t En prenant le vecteur _B?
- ¢ comme vecteur directeur et le
y point B(0 ; 0; 0 ) comme point.
z =1

- Autre fagon de rédiger

Le point H a pour coordonnées (1 ; 1; 1).

z—0 = t(1-0) w o= i
M e (BH) < ilexistet eRBM =tBH <= { y—0 = #1-0) <= { y = ¢
z—0 = t(1-0) z = i
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2. 0naD(1;1;0), E(1;0;1)eGO; 1;1).
D’ou ﬁ((); —-1; 1), D—é(—l; 0; 1).
1
CommeB? 1,
1

On a ﬁ . B? =0et D? . B—I—} = 0, alors ce vecteur est orthogonal a ﬁ et a D®, soit a deux vecteurs
non colinéaires du plan (DEG).

Le vecteur BH est donc normal au plan (DEQG) : la droite (BH) est perpendiculaire au plan (DEG).

1
3. D’apres la question précédente, un vecteur normal au plan (DEG) est B ﬁ 1 |, donc une équation carté-

1
sienne du plan (DEG) est de la forme : 1z + ly+ 12+ d = 0.

On a par exemple D € (DEG) <= 14+14+0+d=0 < d=-2.
Une équation cartésienne du plan (DEG) est x +y + 2 — 2 = 0.

4. les coordonnées de P vérifient I’équation paramétrique de la droite (BH) et 1’équation du plan (DEG) soit :

2
r = =
x =t T = t x =t 525
y =t y = ¢ y = t y = 3
<~ — — 9
z =t z =t z =t s = =
2 3
r+y+z2—2 = 0 t+t+t—2 = 0 t = 3 ; 2
T3
2 2 2
OnadoncP<§ b3 g)
:
5. Ona: . .
92\ 2 2\ 2 N2 9 En regardant le graphique on se rend bien
PD* = (1 — §> + <1 — g) + <0 - g) = 5; compte que le point P a une position parti-
9 9 9 culiere pour le triangle équilatéral. Il reste en-
PE2 — <1 _ %) + (0 _ g) + (1 _ g) — ; : suite & trouver une méthode pour en apporter
la preuve !
2\° 2\° 2\? 2
PG*=(0-= 1— <= 1—=] =-.
0-5) +(=5) +(-5) =3

On a donc : PD? = PE? = PG?, soit PD = PE = PG.

Le point P est donc équidistant des trois sommets du triangle DEG, c’est donc le centre du cercle circonscrit
au triangle DEG, mais comme celui-ci est équilatéral car ses trois cotés sont des diagonales de carrés de coté
1, le point P est orthocentre, centre du cercle circonscrit et centre de gravité du triangle équilatéral DEG).

r ~

2
On montre que P est le centre de gravité du triangle DEG en montrant par exemple que Cﬁ = gé? avec [
milieu de [DE].

2 1 1 1 1 2
OnaG? <§ ; —3 ; _5) et G7 (1 ; —5 ; —§> et on a bien Cﬁz 567} ce qui prouve que P est le centre de

gravité du triangle DEG.
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Exercice 3

Partie A :

1. Dans le repére orthonormé (D; ﬁ, 1%, D—H>) on a
D(0;0;0) , F(1;1;1) , E(1;0; 1), B(1;1;0) et GO; 1;1)

1 0 -1
donc ﬁ 1], ﬁ 1 et , ﬁ 1
1 -1 0

onaalorsﬁ-ﬁ:0+l—lzoetD?-E?:—l—i—l—i—O:O
ﬁ est donc orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan (EBG), il est bien normal a ce plan.

1
2. DF 1 | est un vecteur normal au plan (EBG).

1
Donc (EBG) :z+y+z+d=00r E(1; 0; 1) € (EBG),doul+14+d=0 <= d=-2
Finalement une équation de (EBG) est : x+y+2z—2=0.

Explication
=1

Le vecteur DF de coordonnées (L;1;1)est

3. Une représentation paramétrique de (DF) est < y =t (t eR) i e s e a T Gt s e

z=1 gine du repere... donc c’est assez rapide !
Tr =
. . - N y=t
Les coordonnées de I doivent donc vérifier le systeme : :
z =

r+y+z—-2=0

2
Il en résulte 3t —2 =0 «<— tzg.

2 2 2
Onaalors[(§; - —)

Partie B
1. e Si M est confondu avec D alors EMB = EDB = g car EDB est un triangle équilatéral.
e Si M est confondu avec F alors EMB = EFDB = g car EF' B est un triangle rectangle en F'.

X

1
2. a. DM:xﬁetﬁ 1| donc DM | x| et D(0; 0; 0), on a donc bien M(z ; x ; x)

1 T
1—=z 1—-2z
b. ME| —z et MB|1-2
1—x —x

ME - MB=(1-2?—2(1—2)—a(l—2)=(1—a)(1 —3z) =32 — 4 + 1

De plus ME - MB = ME x MB x cos (E/M\B)

=V =22+ (—2)2 + (1 —2)2/(1 — 2)2 + (1 — 2) + (—2)? x cos(6)
= /322 — 4z + 2v/32% — 4z + 2 X cos(h)

= (32% — 42 + 2) cos(0)

32?7 — 4z +1
On a donc bien cos (6) = 3;_7;1_2
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3. a. Le triangle est rectangle en M si cos() = cos (E/]\/TB) =0.

Il y a donc deux positions du point M :

Produit scalaire nul = angle

droit !

1
Pour x = 3 et pour z = 1 c’est a dire pour M en J ou pour M en F.

b. L’angle 0 est maximal quand son cosinus est minimal c’est & dire

2
quand x = 3 autrement dit quand M est confondu avec I.
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Pour un angle compris entre 0
et m, plus le cosinus de l'angle
est grand, plus l'angle est pe-
tit. Donc c’est quand le cosinus
de l'angle est le plus petit que
I’angle sera la plus grand. La
fonction cos est décroissante sur
[0; 7.




