Terminale %

MATHEMATIQUES

Représentations paramétriques et équations cartésiennes : entrainement
savoir-faire (corrigé)

Exercice 1

- Le cours

Soit @ un vecteur de I’espace, différent du vecteur nul, et A un point de I’espace.

L’ensemble des points M tel que m =td lorsque t décrit R est une droite.

C’est la droite passant par le point A et de vecteur directeur .

On la note D(A; ).

Il est important de noter que lorsque le parameétre ¢ décrit R, le point M décrit la droite D(A; 7)

Soit A(o;yo; 20), U (a;b; ) et M(w;y; 2).
La relation AM = t@/ s’écrit alors :

T — o = at r = at + xg

Yy —yo = bt ou encore y=>bt+yy -

Z—2zp=ct z2=ct+ 2o
r=1
1. une représentation paramétrique de l'axe (O; i ) est : y=0 ,teR;
z=0
xTr =
) . . , —
2. une représentation paramétrique de l'axe (O; j ) est : y=t ,teR;
Z =
Tr =
. . I ; -
3. une représentation paramétrique de 'axe (O; k) est: ¢ y=0 ,t€R.
z2=1

Exercice 2
La droite passe par le point A(3; —2;1). Il suffit de prendre ¢t = 0.

1

Un vecteur directeur de cette droite est i/ -9

0

Exercice
La relation BM = t4 s'écrit :

y—2=2t avect € R, ou encore, y=2t+2 avecteR
z2—3=—1 z=—t+3
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Exercice 4

- Méthode : position relative de deux droites de 1’espace

Pour étudier la position relative de deux droites, on commence par étudier la colinéarité de leur vecteur directeur.

e S’ils sont colinéaires, les droites sont soient strictement paralléles soient confondues (pour le savoir, on teste
avec un point) ;

e S’ils ne sont pas colinéaires, les droites sont soient sécantes, soient non coplanaires. Pour le savoir on cherche
un éventuel point d’intersection en résolvant un systeme.

"

~

Les vecteurs AB et CD sont des vecteurs directeurs des droites (AB) et CD).
-1 -1

On a E 0 et C@ —-1]1-
1 3

Donc les vecteurs zﬁ et @ ne sont pas colinéaires.
Ainsi les droites (AB) et (CD) sont soit sécantes, soit non coplanaires.

De plus, AB.CD = —1x (—1) +0x (—1) +1x3 =4 #£0.
Donc les droites (AB) et (CD) ne sont pas orthogonales.

La droite (AB) est représentée paramétriquement par :

r=—-t+1
z=t

La droite (CD) est, elle, représentée paramétriquement par :

r=—t'+3
y=—t'-2 ,t €R.

z =3t
Pour déterminer les coordonnées du point d’intersection éventuel de ces droites, on résout le systeme :
)

r=—t+1=—t+3
y=—1=—-t'-2 ,teRett'eR.

z=t=3t

La deuxiéme équation nous donne ¢ = —1, puis la troisiéme équation donne t = —3.
Ces deux valeurs sont compatibles avec la premiere équation.

Ainsi nous pouvons affirmer deux choses :
— Le systéme a un unique couple solution, donc les droites ont une intersection non vide, elles sont donc
coplanaires.
— Le systéme admet une unique solution qui est le couple (¢;¢') = (—3; —1), donc les droites sont sécantes
en un point A.
En remplacant par ¢ = —3 dans le premier systéme, on trouve les coordonnées du point A(4; —1; —3).
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Exercice 5

r=-3+2t
a. La droite d admet donc comme représentation paramétrique : < y =2 — ¢ avec t € R.
z=4—-4t
b. Deux méthodes sont possibles :
Méthode 1 :
On cherche la valeur de t telle que les coordonnées du point B vérifient la représentation paramétrique de d.
La 1°™ équation 25 = —3 + 2t donne ¢t = x32+ 3 =3.

On regarde maintenant si dans les autres équations, en remplagant ¢ par ¢ si on obtient les deux autres
coordonnées du point B.

On2-3=-1=yget4d—4x3=-8=2zp.

Le point B appartient bien a la droite d.

Méthode 2 :
On établit la colinéarité des vecteurs @ et B

6
B a pour coordonnées | —3

—12
On constate que @ = 3u donc B € d.

Exercice 6
Deux méthodes sont possibles :

lére méthode :

r

a

Dans le cas ou le plan (P) est défini par un point A et un vecteur normal 7 | b

c
e FEcrire I’équation cartésienne de (P) sous la forme ax + by + cz + d = 0 ou le réel d est & déterminer.

e Déterminer d en utilisant les coordonnées du point A.

\

Une équation cartésienne du plan & est de la forme ax + by + cz +d = 0.
e On commence par déterminer les réels a, b et ¢ a 'aide du vecteur normal 7 :
On obtient ainsi 2 —y+ 2 +d = 0.

e On retrouve alors le réel d en exprimant I’appartenance du point A au plan &2 :
Ace P <= 2xp—ya+za+d=0

<= 2x(-1)-3+2+4+d=0

—=d=3
On obtient ainsi une équation cartésienne du plan & : 2z —y+ 2z + 3 = 0.
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2nde méthode :

rz+1
Soit M(x; y;z) un point du &. Ainsi AM | y —3

z—2
Le plan & passant par A et de vecteur

normal 7@ est I’ensemble des points M
de l'espace tels que AM -7 = 0.

Me? « AM - i=0
— (z+1)x24+@y-3)x(-1)+(z—-2)x1=0
— 2x—-—y+2+3=0

On obtient ainsi directement une équation cartésienne de d.

Exercice 7

1 1

%
1. Un vecteur normal au plan P est 7 | —4 | et on a aussi un vecteur normal au plan R quiest n' | 2
0 -1

Les coordonnées de ces deux vecteurs ne sont pas proportionnelles donc ils ne sont pas colinéaires.

Les plans P et R sont donc sécants.

2. Un point M(x ; y; z) appartient a la droite D, si et seulement si, ses coordonnées sont solutions du systeéme :

Un point appartient a la fois au le plan

r—dy+7=0 P et au plan R si et seulement si ses
r+2y—2z+1=0 coordonnées vérifient simultanément les
deux équations cartésiennes.

On a deux équations pour trois incon-
nues. En prenant y = 0, on trouve le
Prenons, par exemple, y = 0 il vient alors x = =7 et z = —6. point de la droite dont I'ordonnée est
nulle. On pouvait choisir une autre va-
leur pour y ou pour z ou z. Une droite
posséde une infinité de points !

" J

On vient de trouver un point A de coordonnées (=7 ; 0 ; —6) qui appartient & la droite D.

a/ m

La droite se situe dans chacun des deux

plans, son vecteur directeur est ortho-
c gonal a chacun des vecteurs normaux

On adonc @-7=0et @ -n' =0, quise traduit par : de ces plans.

\. J

Soit o b | un vecteur directeur de la droite D.

d’une part a — 4b = 0 et d’autre part a +2b — ¢ = 0.

Prenons, par exemple, a = 4, alors b =1 et donc ¢ = 6. Méthode

4 C’est la méme méthode que précédem-
ment. Deux équations pour trois incon-
nues. On demande un vecteur directeur.
6 On fixe alors une valeur d’une incon-
nues et on trouve les autres.

C’est pourquoi le vecteur U de coordonnées | 1 | est un vecteur

directeur de la droite D.
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3. On a ﬁ? =1x14+(—4)x24+0x(=1)=—-7%0. Pour savoir si les plans sont perpendicu-

4
— . 5 o7
Donc les vecteurs 7 et n’ ne sont pas orthogonaux. felties, @ fesiie Mominogonalliss dle lamrs

Ainsi les plans ne sont pas perpendiculaires.

vecteurs directeurs a ’aide du produit
scalaire.

Exercice 8

2 1
- =
1. W | 1 | est un vecteur normal du plan P et n’ | 1 | est un vecteur normal du plan Q.
-1 0
Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires.
Ainsi, les plans P et Q sont sécants et définissent donc une droite.

En outre W.n' =2x1+1x1+(=1)x0=3#0.
Donc les plans P et Q ne sont pas perpendiculaires; ils sont "simplement" sécants.

2. Il suffit de trouver un points dont les coordonnées vérifient simultanément les équations cartésiennes des
plans P et Q c’est-a-dire le systeme :

2r+y—2—-2=0
r+y—1=0

En prenant y = 0, on obtient x = 1 et z = 0. Ainsi le point A(1; 0; 0) est sur la droite d’intersection des
deux plans.

Exercice 9

1. On définit le plan & passant par le point A et orthogonal a la droite (d).
2

Le vecteur directeur @ | —1 | de la droite (d) est un vecteur normal & &.

2

Le plan &2 admet alors une équation cartésienne de la forme 2 —
y+2z4+d=0.

Les coordonnées de A vérifient cette équation, ainsi : 2 x 3 — 52 x
4+ d =0 soit d=—-9.

D’ou :

Faites un petit dessin pour visualiser la

situation.

P 2x—y+22—9=0.

Le point H est a I'intersection du plan et de la droite. Ses coordonnées vérifient le systéme :

20 —y+2z—-9 = 0
T = 1+2t
Y = —-3—-t
z =t
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Le parameétre ¢ vérifie donc I’équation 2 x (1 +2¢) — (=3 —¢) +2 x (20 + 2t) — 9 = 0.
On trouve t = —4.

En remplacgant ¢t par —4 dans les équations on trouve : x = =7, y =1 et z = 12.

Les coordonnées de H sont (—7; 1; 12).

4
2. On définit la droite (d') passant par B et orthogonale au plan £. Le vecteur normal 7 [ 1 | au plan £
—2
est un vecteur directeur de (d').

B

La droite (d') admet pour représentation paramétrique :

r = —1+4t
y = 3+t teR
z = —2-2t

Le point K est & I'intersection de (d’) et de Z. Ses coordonnées vérifient donc :

dr+y—22—-66 = 0

T = —1+4t
Y = 3+
z = —2-2¢

Le parameétre ¢ vérifie donc 'équation : x(—1 —4t) + (3+t) — 2 x (=2 — 2t) — 66 = 0. On trouve t = 3.
En remplagant ¢t par 3 dans les équations, on trouve x =11, y =6 et z = —8.

Les coordonnées du point K sont (11; 6 ; —8).
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