Terminale

MATHEMATIQUES

Intégration : entrainement 3 (corrigé)

Exercice 1
Partie A :

1. I, = / f(z)dx donc, pour tout n de N,
0

Insi — I, = /Oan(x)dx—/Onf(x)dx
/On+1f(m)dm+/nof(x)dm Car /abf(a:)da::—/baf(x)dT

0 n+1
/ flz)dx + / f(xz)dx Vous voyez la relation de Chasles ?
n 0

= /:H f(z)dx

On admet dans le texte que la fonction f est positive sur [0; +oo[ donc sur [n; n + 1]; on peut en déduire

n+1
que / f(x)dz > 0 et donc que Ip,+1 — I, > 0 pour tout n entier naturel n.
n
La suite (I,,) est donc croissante.

x

de plus, pour tout =z, % > 0.

2. a. Sur [0; +oo[, on sait que e* —x > %

Comme la fonction inverse est strictement décroissante sur |0 ; +oo[, on a :

L’idée est de "fabriquer" f(z) par
inégalités successives pour passer

1 < 2 a I'intégrale ensuite et avoir la re-
eT — g . e? lation demandée.
N ST 2z
On multiplie cette inégalité par x > 0 donc : < —

et —x e’

n
D’apres la conservation de 'ordre de I'intégrale / —
0 €

Ainsi : N
I, < / 2ze” " dx
0

b. La fonction H est dérivable sur [0 ; 4+o0o[ comme produit de fonctions dérivables et :

Hz)= -1 xe " +(—z—1)(-1)e " =—e"+aze " +e " =qe "
(z) e+l ) (=1)
u'(z)  v(@) u(z) v’ ()
c. On déduit de la question précédente qu’une primitive de x — xe™" est x — H(z) = (—z — 1)e™" et
ainsi qu’une primitive de x — 2xe™ " ebt x+—2H(x) =2(—x —1)e™ "

Donc / 2ze” Tdx = |2(—x — l)e*”” =2(-n—1)e " — [2(-1)"] = (n+1)e”
0
Pour tout z, €” > 0 donc 2(n+1)e™™ >0 donc 2 —2(n+ 1)e”" < 2

Ing/ 2ze” " dx
0 — 1, <2

n
2ze *dz < 2
0
3. La suite (I,,) est croissante et majorée par 2 donc, d’apres le théoréme de la convergence monotone, la suite

(I,,) est convergente.
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Partie B

1
1. On fait fonctionner I'algorithme pour K = 4 donc pour h = 1= 0,25 :

i A x
1l 0o |02
210,060 05
310,169 0,75
410306| 1

r

Explications

A chaque fois x augmente de 0,25.

On calcule la premiere valeur de A :

0+0,25x f(0) =0 car f(0) =0.

Ce nombre est l’aire du premier rectangle (largeur 0,25 et hauteur 0).
On calcule la deuxiéme valeur de A :

040,25 x f(0,25) ~ 0, 060.

Ce nombre est la somme des aires du premier rectangle (soit 0) et aire
du rectangle de largeur 0,25 et de longueur f(0,25).

2
17

0,4 L~

0,2 L
0

0 025 050 0,75

2. Pour K = 8, ’algorithme donne la somme des aires des rectangles hachurés sur le graphique ci-dessous.

3. Quand K devient grand, l'algorithme donne une valeur approchée par défaut de I’aire du domaine compris
entre la courbe C, 'axe des abscisses, et les droites d’équations x = 0 et z = 1 (voir le graphique ).

0,7

0,2

Courbe C, représentative de la fonction f sur [0; 1]

0,5

0,4

(@)

0,3

0,2

0,1

0,50 0,75 1,00

Courbe C, représentative de la fonction f sur [0; 6]

N

R

7

-0,3
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Exercice 2

1. Comme F est une primitive de f, alors f est la dérivée de F' donc les variations de F' sont données par le
signe de f : F est croissante si et seulement f est positive.

C’est donc dans la situation 2 que la courbe C est la courbe représentative d’une primitive F' de la fonction f.

2. a. Représentation graphique :

Cr
1,5 /
D A
1,0 L
I \
Cy
0,5 AN
) &
NN
0 05 0 15 210 2l5 3,0
|

L’aire du domaine du plan délimité par les droites D et A, par la L’abscisse d.u point K est environ 0,4 et I'abs-
courbe Cy et par 'axe des abscisses a une valeur approchée de 0,5 €185¢ du point L est 1. Une valeur approchée

(aire du rectangle coloré en gris sur le graphique). de l'aire est donc donnée par :
F(1) — F(0,4) ~0—(—0,5) = 0,5 u.a.

b. Recherche de la valeur exacte de 'aire.

— K le point d’intersection de la courbe C; et de 'axe des abscisses et D la droite passant par K et

parallele a I’axe des ordonnées.
Explications

Comme la fonction f est positive sur le do-
maine considéré (en tout cas graphiquement),
zr

Ce point K a pour abscisse la solution de 1’équation f(z) = 0. l'aire est donnée par : f(xz)dz. On re-

, , . ) ) o
On résout cette équation dans J0 ; +oof : cherche les valeurs exactes des abscisses des

points K et L, puis on détermine une primitive
de la fonction pour calculer ensuite 'intégrale.
Et voila !
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1
—(I+Ilnz) = 0 On reconnait une équation produit nul.
x

1
—=0 Inz+1=0
T
Pas de solution ou Inz= -1
Inz =Ine™ !
r=e!

Le point K a pour coordonnées (e ' ; 0).

1
— L le point d’intersection de Cr et de 'axe des abscisses, ayant une abscisse supérieure a 3 et A la

droite passant par L et parallele a I’axe des ordonnées.
L’abscisse du point L est I'abscisse du point en lequel la fonction f atteint son maximum, nombre pour
lequel la dérivée de f s’annule et passe du négatif au positif.

f est sous la forme d’un quotient :

A~ o(z) u(z) o' (x)
1 N T~
- x"z " —(1+hz)x 1
f/(ﬂi) = L P
T
~~
(v(x)?)
Inx
= —?
T 0 1 +00
—Ilnz + 0 —
z2 + 0 +
f'(=) + 0 —
f(x)

Donc la fonction f admet un maximum pour x = 1 et le point L a pour abscisse 1.

1

La fonction f est positive sur [efl; 1}, donc l'aire du domaine hachuré est / f(z)dx, c’est-a-dire
e—1

F(1)—F(e™").

Pour avoir la valeur exacte de 'aire, il faut déterminer une primitive de f.

1 1
fle)==+—=xInzx
xr  x

o La fonction z — — a pour primitive sur ]0; co[ la fonction z — Inx.
x

. 1 . R .
o La fonction z + ~ x Inz est de la forme u’u, ot u(x) = Inz, donc a pour primitive — soit la fonction

(Inz)?
5
. o (Inz)?
o Donc la fonction f a pour primitive x — Inz + —

/811 f(z)de = {lnx—k M]l - <ln1 + (ln;)Q) - <1ne—1 + M)

2
_1
)
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1
Inl=0etlne ! =-1 donc/ f(x)dsz—(—l—i—
e—1



Exercice 3

1. a. Soit F' la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par F(z) = zlnz — . F est dérivable comme somme et produit

de fonctions dérivables.

Pour tout z de ]0 ; +oof, F'(z) =1 xInz+2 xInz — 1 =1Inz = f(z); par conséquent F’ = f donc F

est une primitive de f sur |0 ; +ool.
e

On en déduit que : I = /
1

. J:/ (Inz)? dz.
1

f(@) dz = F(e) = F(1) =

(elne—e)—(1ln1—-1)=0—-(—-1) =1.

I=1

En posant u(z) = (Inz)? et v'(z) =1, ona J = / u(x)v' (z) dz.
1

u, v, u' et v’ sont continues, donc on peut effectuer une intégration par parties.

Ona:u(z) = 21n_x et v(r) ==
T

J =
c. Puisque I =1, on obtient :
J=e—-2
d. Pour tout x de [1; €], 0 < Ilnz < 1 donc 0 <

Par conséquent : A = / [f(x)
1

2. Ona: MN =Inz — (Inz)?. Posons h(z)

h est dérivable : pour tout = de [1 ; ], b/ (z) = ~ - 2—=

1
Wz) =0 < 1nx=§ = z=e? = /e

1

ot~ [ "W (e)olz) dz

[x(lna:)Q]i—/

1

e—2/ Inz dx
1

e—21

1
2—n$ X x dx
T

:

On pouvait trouver J directement, en effectuant un autre choix
de fonctions pour une mtegratlon par parties :

Jf = /lln:z:xlnxd:z:—/f (z)F'(x) dx
f@F@E - [

1

f(z)F(x) dx

~

fle)F(e) — f(L)F(1) — /e(lnx —1) dz
1
/ (Inz —1) dx:—/ Inz dz + dz
1 1 1
—I+(e—1)=e—2
(Inz)? < Inz donc g(z) < f(z).

dx—/f dx—/ glx)de =I—-J=3—e.

=Inz — (Inz)%

Inx 1—-2Inx

T x

Puisque x est positif, b’ (x) est du signe de 1 — 21nz.
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1—2lnz > 0 Méthode
| 1 Pour étudier le signe de 1 — 2Inz, on résout
e 2 I’inéquation 1—21Inz > 0. On aurait pu choisir
< of 1-2Inz < 0.
< e
On en déduit le tableau de variations de h :
x 1 Ve e
B (x) + 0 —
h(v/e)

Par conséquent, h(r) a un maximum pour z = \/e.

h(ve) In(ve) — (n(yo))? = L - (1) 1

2 2] T4

. 1
MN est maximum pour x = /e et vaut alors —.
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