Terminale %

MATHEMATIQUES

Intégration : entrainement savoir-faire 1 (corrigé)

Exercice 1
1. a. f est la fonction définie sur [2; 5] par : f(x) = 4.

5 5
/ flz) dz = / 4 dz = Hectangle = 3 X 4 = 12u.a.
2 2

b. g est la fonction définie sur [2; 4] par : g(z) = 2z — 4.

4 4
4x2
/ g(z)dz = / (2z — 4)dz = Hriangle = =4 u.a.
2 2
2. a. Aire du trapéze.
4 4 . . o,
1 7 On pouvait aussi décomposer le
/ h(a:)dx:/ ——x+ - | dz 2 oo
L 72 3 3 trapéze en deux triangles pour
341 calculer son aire. L I s
= irapere = S = 6=12u.a. Aire d’un trapéze : (b+B)xh 2> ki
b. Aire du demi-disque.
3 3
/ k(x)dx = / V9 — a2 da
-3 -3 L’aire d’'un disque de rayon r est :
— Ay disque = T x 32 4,57~ 14u.a. 7 x 2. Donc, un demi-disque....

2

Exercice 2

3
1. A:/ (r+4) da.
0 9 On calcule d’abord une primitive

On pose f(xz) =z + 4. Une primitive F' de f est définie par F(x) = % + 4z. | de la fonction f.

2
oF(3):3—+4><3:2+12:16,5.
22 2 Faites ces deux calculs séparés. C’est

e F(0) = % +4x0=0. plus prudent.

3
Ainsi, A — / (x+4) dz = F(3) — F(0) = 16,5.
0

La fonction f étant positive sur [0 ; 3], Pintégrale est laire entre la droite représentant la fonction f, 'axe
des abscisses et les droites d’équation x = 0 et z = 3. Cette surface est donc égale a 16,5 u.a.

- Calculatrice ~

On représente la fonction f en utilisant le menu Graph. On parametre la fenétre

daffichage via “ avec Xasin = —1, Xpraz = 6, Xseate = 1 Yagin = —5,
YMaw =10 et YScale = 2.

Avec le solveur graphique Gsolv \-;’., puis [ puis F¥=  en tapant 0 (Lower

LOWER=D UFPER=3 : :
f i | B 5 Bound) puis puis 3 (Upper Bound) et encore , on obtient la valeur de

cette intégrale, ainsi que son interprétation graphique.
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Calculatrice

3
Addx
»[ a 16.5 Avec le menu w, puis , puis EI®  puis 8 on entre les bornes et la
1] ) fonction et on obtient la valeur de l'intégrale.
!
1 X
1 —1 .. . P 1
f(z)=— =—— . Ainsi une primitive F de f est définie par F(v) = ——.
T T T
Dérivée de
z
1
1
e (1) = 1= -1

2
1
B:/ —de=F(2)~F(1)= 0,5~ (-1)= 0,5+ 1=0,5.
1

La fonction f étant positive sur [1 ; 2], Pintégrale est laire entre la courbe représentant la fonction f, 'axe
des abscisses et les droites d’équation x =1 et © = 2. Cette surface est donc égale a 0,5 u.a.

LOLIER=1 UFFER=2
fdyi=0a5

"

Calculatrice “

On représente la fonction f en utilisant le menu Graph. On parametre la fenétre

d7afﬁChage via = avec Xprin = 0, XMaz = 3, Xscate = 1 Yarin = =1
Yoz = 2 et Yscate = 1.

Avec le solveur graphique Gsolv M—), puis E puis = en tapant 1 (Lower

Bound) puis puis 2 (Upper Bound) et encore , on obtient la valeur de
cette intégrale, ainsi que son interprétation graphique.

J

Calculatrice N

2 s
I .

.

Avec le menu w, puis , puis EI®  puis 8 on entre les bornes et la
fonction et on obtient la valeur de l'intégrale.

3
3. C:/ 22 + 1dz.
-1

3
On pose f(z) = 2 + 1. Une primitive F de f est définie par F(x):%—i—x.
33
« F(3) = §+3: 12 Un petit calcul de frac-
.F(_l)_(—1)3_1_—_1_1_—_1_§__§ tions, c¢a maintient la
3 -3 3 33 forme !
3
4 4 36 4 40
C = 241de=FB)-F(-1)=12—(—=) =124 -= =+ - = — ~13,33.
11x+x (3) = F(=1) <3> e

La fonction f étant positive sur [1 ; 2], Iintégrale est laire entre la courbe représentant la fonction f, 'axe
des abscisses et les droites d’équation x =1 et © = 2. Cette surface est donc égale a 0,5 u.a.

LOLIER=- | UFFER=3
Fdy=13.33333333

Calculatrice “

On représente la fonction f en utilisant le menu Graph. On parametre la fenétre
d’affichage via > avec Xain = 2, Xptaz = 5, Xscale = 1 Yarin = —10,
YMaac =20 et YScale = 5.

Avec le solveur graphique Gsolv "2, puis [ puis [74=, en tapant —1 (Lower

Bound) puis puis 3 (Upper Bound) et encore , on obtient la valeur de
cette intégrale, ainsi que son interprétation graphique.
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Calculatrice

3z
AS+idx
J'l 13, 33333333 Avec le menu w, puis , puis EI®  puis 8 on entre les bornes et la
| fonction et on obtient la valeur de I'intégrale.

Exercice 3

3
1. A:/ (z° =3z +1) dz
—3

On pose f(z) = 2® — 3z + 1. Une primitive F' de f est définie par :

23 2 23 32 Calculatrice
Fx) = 3 3 x D) to= 3 o +a. Avec la  calculatrice,
33 3y 32 c’est plus rapide
e F(3) =2 X% 13 9 1354+3=_1,5 [ p-stv1a
24
—3)*" 3x(-3)? m :
.F(—3):(3) - ><(2 S 3 9 135-3— 9255

A:/3 (¢% =3z +1) dz = F(3) = F(=3) = —1,5 — (=25,5) = 24.
-3
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dx

2. B = (

On pose f(z) =

o

2

Une primitive F' de f est définie par :

63
[ ] 1?(6) == 75'—— 6 == 30.

23 8 12
PR =%-2=5"%

1
3. C:/ 227+ dg
—2

On pose f(z) =_2 2t
u'(x) ewl(x)

Une primitive F' de f est définie par :

2x1+1 _ 3

QF(I):e e.
° —2)=¢e L—e

2x(—2)+ -3

:—x -1

1
C = / 22T dy = F(1) — F(—-2)=¢®> —e™?

2
4. D:/ — +2dx
1 X

1
On pose f(x) = p + 2.

Une primitive F' de f est définie par :

e F(2) =In2+4.
e F(l)=ln1+2=2
2
D= [ Z42de=F() -

Exercice 4

~ 20, 04.
F(z) =Inz + 2z.
=In2+4—-2=In2+ 2~ 2,69.

1
2

F(z)=e

x3 x
X_
3

J’ai transformé 1’écriture

de f(z) pour simplifier le
calcul d’une primitive.

2x+1

Calculatrice

N’hésitez pas a prendre
votre calculatrice pour
faire ces petits calculs
de fractions. Avec la
calculatrice :

&yl
sz—ldx

a

I8, BEEEEEET

A reconnaitre
Cette forme u'e” est a re-
connaitre ! Si f = u'e,
alors F' = e"“.

Calculatrice

Avec la calculatrice :

1
J_ P
28. 83574385

N’oubliez pas !

1
Une primitive de z — —

i
est x — Inz.

1
e Une primitive de & — —2% + 4z — 1 est x — —§x3 + 222 — .

Ainsi,

1
/ (—2? 442 — 1) da
1
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1 1
[——x3 + 227 — x}
3 -1

(

13 (_1)3
——42x12 1) - [ +2x (—
3—|— X ) < 3 +2x(
1 1
——+2-1---2-1
37" 3
2
"
3
8
3

Avec la calculatrice :
ﬁ Loz
s 2.693147181

Présentation
Avec la calculatrice : Voici

une autre facon de présen-
ter les calculs.




e Une primitive de © — 2 cos(z) — 3sin(x) est x — 2sin(z) + 3 cos(z).
Ainsi,

/; 2cos(x) — 3sin(z) dz = [2sin(z) + 3 cos(z)]
4

ESEIME]

Vous pouvez prendre votre

o - o - calculatrice pour vérifica-
(2 sin (5) + 3 cos (5)) - (2 sin (Z) + 3 cos (Z)) tion.

5 J

2— V2
: :

2
o' (x)
=
T 2z

flz) = =
e Une primitive de z — — L stz V2L Vaz+1  2y/22+1
————

Va?z+1
2\/u(z)
/

u
f = —— dont une primitive est \/u.

2Vu

est de la forme

Ainsi,

1 1
1
/de = {—x2 332—|—1]
0 x2—|—1 2 0

1
- [V
0

= V1I24+1-1/02+1
= V2-1

r ~
1 1

flz) = n(z) = — xlInz est de la forme

(2) x r =~

1 1
e Une primitive de z — D) est z—s 3 X (In(z)?). V,( ) u(z)
x u(xr

2
u
f =4’ x u dont une primitive est 5

\ J

Ainsi,

»—\m
A
8
S~—"
o,
8
Il
N|
X
B
8
S~—
S
~—
| I

N RN RN =

Exercice 5
1 1
1. / te'dt est de la forme / u(t)v' (t)dt, avec u(t) =t et v'(t) = €.
0 0

On aalors v/(t) = 1 et v(t) = e’. (Les fonctions u et v sont dérivables sur [0; 1] et leurs dérivées sont continues
sur [0;1].) D’apreés la formule d’intégration par parties, on obtient :

1 1
/ teldt = [te']y — / 1 xeldt =[te']y — [e'lg=e—(e—1)=1.
0 0

2. On pose u(z) = z et v'(x) = sinz, on a alors u'(z) = 1 et v(z) = — cosz.
u et v sont dérivables sur R et v’ et v’ sont continues sur R, donc on obtient :

s s
/ xsinzdr = [—x cosz]] —/ —coszdr = —mweosm + [sinz]f = 7+ sinw —sin0 = 7.
0 0
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xT
3. La fonction F': z —— / In tdt est la primitive de f qui s’annule en 1.
! xT
On utilise alors une intégration par parties de F'(z) = / 1 x Intdt :
1
1
On pose v'(t) = 1 et u(t) = Int, on obtient alors : v(t) =t et u/(t) = e qui donne :

T 1 xT
F(x):[tlnt]‘ff—/ tx;dt:xlnx—/ ldt =2lnx —x+1.
1 1

Ainsi la fonction F': 2 — xzlnx — 2 + 1 et la primitive de f sur ]0; 4+o0[ telle que F (1) = 0.

Remarque :
Une autre primitive de  — Inx sur ]0; +o00[ est la fonction  — zlnz — x.

Exercice 6

1. Pour montrer que f est une primitive de g sur [0 ; 1], on calcule la dérivée de f.
On apourt € [0; 1], f(t) = [(2 —t)e'].

1) = —e' + (2 —t)e! = (1 —t)et = g(t). g est le produit de deux fonctions. On utilise la
Donc f est bien une primitive de g. formule du produit pour dériver. On connait
la fonction que ’on doit obtenir.

1
On a donc u :/ (1—t)e' dt = [(2—t)et](1) =e—2.
0

1
2. Upt1 :/ (1—t)" et dt.
0

En posant u(t) = (1 —¢)" ™! v'(t) = e
u(t)=—n+ D1 —-t)" v=e
Toutes ces fonctions étant continues et dérivables, en intégrant par parties :

1
Unpr = [(1—8)" 1]y + (n+ 1)/ (1—t)etdt = —1+ (n+ 1)uy,.
0
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