Terminale

MATHEMATIQUES

Fonction logarithme népérien : entrainement savoir-faire (corrigé)

Exercice 1

x 0 1 +00
Signe de1
In'(z) = — +
Variations __— oo
de In o _—0

Tableau de signes de la fonction In sur ]0; +oof :

Signe de In(z) - 0 +

Exercice 2

Propriétés

Pour tous réels x > 0 et y > 0 et tout n € Z :

In(z x y) = In(z) + In(y)

In (l> =—In(z) ; In (f) =In(z) —In(y) ; In(@")=nl(z) ; In(Vz)= %ln(:c)

A=In (673) +e 02
= -3+ eln(%)
=-340,5
=-2,5

B= 1?((;)) —n G)
In(e)

= Sy~ (1)

C = In(16) — 71n(2) + 41n(32) + 31n (é)

=1In(2%) — 7In(2) + 41n(2°) + 3In(27?)
=4In(2) — 7In(2) +4 x 51n(2) — 3 x 31In(2)
= 81In(2)
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1
D =41n(125) — 61n(25) + 21n (5)

=4 x3In(5) — 6 x 21n(5) — 21n(5)
= —21In(5)

E = In(100)
=1n (2% x 5%)
=2In(2) + 2In(5)
F=In (\/E>

1
= —In(2 x 5)

G = In(0,02)

u()

100
=1n(2) — (21n(2) + 21n(5))
= —1n(2) — 2In(5)

H = In(80¢)
=1In(16 x5 x e)
=4In(2) +In(5) + 1

Exercice 3

lim+ Inz =—00
x—0 .
Par somme, lim Inz —4x = —c0
. r—0t
lim —4x =0
z—0t
Ainsi, lim f(z) = —o0
z—0t

lim 2ln(z) = 400

+ .
e Par somme, on obtient une F.I. du type « co — 0o ».
lim —4x = —00
Tr—+00
. . . Inz
En factorisant par z, on trouve : lim 2In(z) —4x = lim z|{— —4).
r—400 T—+00 €T
,
ogn & . . In(z)
Limite a connaitre : lim = 0. Pensez que In x
. In(x) 400 T
Or mgz{loo P 0 part a l’infini mais trés doucement, contrairement a
x. Donc, on divise quelque chose de tres petit par
quelque chose de tres grand.
Inzx
i (22 -4) - —
EAR Par produit lim =z (— — 4) = —00.
r—+o0 X
lim x=+o0
Tr—r—+00
Ainsi, i = —o0.
insi, :1:~1>I~Ikloof(x) 00

lim 22 -2z +1=1

z—0t
lim InX =0
X—1

Ainsi, 1i =0
insi, lim g(x)
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Par composition, lim (x2 — 2z + 1) =0
z—0t




2 1 2 1
x2—2x+1=x2(1——§+—2)zxz(l——+—2).
i i X X

. 2 . 1

lim —= lim — =0
T—+00 I x—+00 xz . . 2 2 1
Par produit, lim z°{1—- -+ — | =+oc
lim z? =400 Toee v
T—+00

Donc lim 22 —2z+1 = 4o0.
T——+00

lim 2?2 -2x+1=+c0
T—r+00 L. . 2
Par composition, hIJIrl In(z* — 2z + 1) = +o0.
—
lim InX =400 Lo
X —+oo

Alinsi, mgrfoo g(z) = +o0

lim In(z) = —c0

z—0t . .

Par quotient, lim h(z) = —oo.
. z z—0t

lim e* =1
z—0t

Inx

Donc, lim
z—0+ e¥

= —OQ.

Indétermination
lim In(z) =400 Pour lever cette indétermination, on fait ap-
e On obtient une F.I. du type « 2. paraitre des limites connues :
00

. = |
lim e* =400 lim ﬂ:Oet lim £:O.

T—+00 z—+o0 T z—+o00 eT

In(z) In(z) =

Ona —- = X —.
1
TG @) o
et @ Par produit, lim x — =0.
x——+00 x er
lim — =0
z—+oo eT
Donc, lim h(z) =0.
r— 400
Exercice 4
1. Résolution de I'équation (e** —4) (2¢* — 6) =0
Méthodes
(‘3235 - 4) (2" =6) = 0 On reconnait une équation produit nul.
e _4=0 ou 2*—6=0 0;1 se 1;/améne a des équations du type
e =4 ou e"=3 e =

-_

2z _ In4 r _ In3
e =e ou e =¢ Remarque

2¢ =In4 ou x=1In3 On utilise e” =eY <=z =y. In4d 2In?2
On a aussi :— = =In2.
In4 92 9
r=— ou x=1In3
2 L )
2. On résout I'inéquation sur | —1; +oo[car x +1>0:
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5

4

—2 On divise par — 2
In(e™?)

o2

e 21

3. Recherche du plus petit entier naturel.

12x(0,8)"+1 < 4
0,8)" < 0,25
In(0,8") < In(0,25)
nln(0,8) < In(0,25) Car Ina"” =nlna.
In(0, 25)
———= Car In0,8 <0.
n 1n(0,8) ar In0,38 <
In(0, 25
D’ou n =7 car m ~ 6,21.

4. On résout 1’équation pour z > 0 et 2 > 3 donc sur |3; +oo] :

In(z) + In(x — 3)

In(zx(z—3)) =
In(z? —3z) =
2?2 -3z =

22— 3z -4

3-5
A:(—3)2—4><1><(—4):25>0.x1:T

2

In(2%)

In(2)

In(4)

4
0

Car Inz +Iny = In(zy).

Méthode
On se rameéne a des inéquations du type

InhX<InYoulnX >InY.

Attention a l'ensemble de solutions.

N’oubliez pas que x doit étre stricte-
ment supérieur & —1!

Car la fonction In est strictement croissante sur |0 ; +oo].

Toujours pareil

On se ramene a une équation du type :

InX =Y.

3+5

—1<36tx2=T:4>3.

L’équation In(z) + In(x — 3) = 21In(2) admet qu’'une seule solution : x = 4.

Exercice 5

sur ]0; 4o0].

Son premier terme est de la forme u x v avec u(x) = x2, de dérivée u'(x) = 2z et v(x)

1

o' (a)

Pour tout > 0,
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v’ ()

. La fonction f est une somme de fonctions définies et dérivables sur ]0; +oo[ donc f est définie et dérivable

In(x), de dérivée

o' (x U(I) u(z)
() > A~~~
f(x) = 2z xIn(z)+ =% x = +3
1 2
= 2rlhao+z+3 Cara?x—=— =z
r

z(2In(z) +1)+3



b. La fonction g est définie et dérivable sur |0 ; +oo[ car elle est de la forme u?

1
sur |0; +oo[), de dérivée u'(z) = —.
T

avec u(z) = In(z) (u est dérivable

1 21
Pour tout = > 0, ¢’(x) = 2u/(z)u(x) =2 x —In(z) = n<$)
x x

c. La fonction h est définie et dérivable sur ]0; +oo[ comme quotient de deux fonctions définies et dérivables
sur ]0; 4+o00[ avec un dénominateur non nul sur cet intervalle.
U 1
h est de la forme — avec u(z) = In(z), de dérivée u'(z) = — et v(z) = x, de dérivée v'(x) = 1.
v x
Pour tout x > 0,
u' (@) ,
A~ v(w) u(z) v’ (x)

PN =~
— x7z —In(z)x 1
B(z) = %

1,2

~~
(v(z))?

1 —1In(x)

d. La fonction k est de la forme In(u) avec u(z) = 3z* — 2z + 1.
Or pour tout € R, u(z) >0 car A = (-2)2 —4x3x1=-8 <0.
On en déduit que la fonction k est définie et dérivable sur R.

u'(z) 6z —2

u(zr) 322 —22+1°

Pour tout z € R, k'(z) =
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