Terminale

MATHEMATIQUES

Primitives et équations différentielles : savoir-faire 1 (corrigé)

Exercice 1

0.5 Méthode
F est sous la forme d’un produit F(z) = (—2z + 8)e”°". . N .
— = Pour répondre a la question, on montre
u(z) v(z) que F' = f.

Explication

u(z) = —2x + 8, donc u/(x) = =2 et v(x) = e***, donc v/ () = 0, 5¢%7* e”@) a pour dérivée w'(z)e”™) avec

w(z) = 0,5z et w'(z) = 0,5.

On utilise la formule : F' = v'v + uv’.

Fl(z) = —2 xe%% 4 (=22 +8)x0,5e"°
N / N \ ; ~ —
w(z) v@) u(x) v’ ()
= —2e"5% 1 0,5(—2z + 8)e”
= 2" 4 (—x +4)e” 0,5 x (=2)=—1et0,5x4=2.
= (=2—x+4)e”® On factorise par .e">*
_ (7$ + 2)60,5z
/()

F est bien une primitive de f.

Exercice 2
F est sous la forme d’une somme F(z) =e “(-1—z)+_ =z .

() v(z) Méthode

C’est toujours le méme principe. Pour mon-
trer qu'une fonction F est une primitive d’une

(@) b(x) fonction f, il faut dériver F' pour obtenir f et
e % = _e 7 le tour est joué.

e u est sous la forme d’un produit u(z) = e (-1 — z).

Onaa(z)=e* doncd(z)= -1

Dérivée de
T — —x

b(z) = -1 —z, donc b'(z) = —1.

Pour calculer ', on utilise la formule : v’ = a’b + ab’.

W(r) = —e "x(-1—z)+e " x(-1)
a(x) b(z) a(x)  pr(z)

= (1+z)e®—e® Car —1(-1—2z)=1+=z
= (14+z—1)e™® En factorisant par e™*
= ze ”

e v(z) =z, donc v'(z) = 1.
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Comme F’(z) = u/(x) +v'(x), on obtient F'(z) = ze™ " + 1 = f(x).

Par conséquent, F' est bien une primitive de f.

Exercice 3
a. Montrons que F est une primitive de f. Pour cela on calcule F”.

F est de la forme d’une différence : F(z) =glnz— x .
=

e u est sous la forme d’'un produit : u(z) = _z Inz.
N~
a(z) b(x)

1
On a a(z) = z, donc a’(x) = 1 et b(x) = Inz donc b’ (z) = —.
T

On calcule ' avec la formule v’ = a’b + ab’.

, 1
() = 1 xlhhez+ o x —
~N— N~ =~ x
a'(z)  b(z) a() N
v (x)
x
= Ihx+ -
x
= lnzx+1

e v(z) =z, donc v'(z) = 1.
Comme F'(x) = u/(z) —v'(x), on obtient F'(z) =lnz+1—-1=1Inz = f(z).

Toutes les primitives de f sur |0 ; 4+oo[ sont donc de la forme Fj, : © — zln(z) — x + k avec k € R.

b. G(1) = 0 —1ln(l)-1+k=0<=k=1 . o Rechercher la primitive G revient & déterminer
La fonction G : x — xIn(x) — 2 + 1 est 'unique primitive de f| 15 valeur de k. Et comme cette valeur de k est
qui s’annule en 1. unique, on en déduit que G est unique.

Exercice 4

La fonction f est sous la forme d’une somme f(z) = z? — 3 .
S~~~ €T
3 x — x™ a pour primitive

u(z) = 2?, donc U(z) = T xn+1p P

3 1 3 x —> T
v(ix) = —=3x —, donc V(z) =3Inzx. nr

x x 5
f =u+v admet comme primitive F' = U + V définie par F(z) = % —3Inx.

Exercice 5

w(z) Explications

—N
f(x) _ T % el-— 22 Vous devez avant tout recon-
~~ ’ naitre (ou faire apparaitre) la
c’est presque 7w e
o () forme u'e"“ qui n’est autre que la
u(z) =1 — 22 donc o/ (z) = —2z. dern:elet dee ;LDonc une primitive
de u'e” est e“.
. 7
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w(x)

1
Ona: f(zr) = —= x (=2z) xel ~ 2 On transforme Décriture de f(x) pour obtenir la forme u’'(z)e"(®).
2
u’ (@)
—_———
—ix(—22)=2x

1
x u'e" dont une primitive est F' = —3 % ev.

2 ~—
Forme &
faire apparaitre

Ainsi, f = —

1, .
— e

Une primitive de f sur R est la fonction F' définie pour tout réel z, par F(z) =

Exercice 6

1
1. f est sous la forme d’une somme : f(z) = z? + (—3z + 5)

N~ Identifiez bien la forme de la
u(@) (o) fonction.
3 1 21 322 1
On a u(x) = x?, donc U(x) = % et v(z) = =3z + 2 donc V(z) = =3 x % + 7%= —% + 7%
f =u+ v admet comme primitive FF =U + V.
3 2 1 1 1
Ainsi, F(z) = LA L + -z =2 — §x2 + -z

3 2 2 3 2 2

1
2. f est sous la forme d’une somme : f(z) = 22° — 1+ (7—2>
S— x
R
4 2 4 4 1 1
On a u(x) = 22° — 1, donc U(x) = 2 x %—x: ><4a: —r= % —zetv(x)= pex donc V(z) = —.

f =u+ v admet comme primitive FF =U + V.

74

1
AiHSi, F(l‘) = ?—IE‘F*
T

Exercice 7

o f est de la forme u'u" avec u(z) = sin(x) et u'(z) = cos(x) et n = 1.

141

Une primitive F' de f sur R est donc définie par F' = f_’_ T Une primitive de
1 un-‘,—l

Ainsi, F(z) = 3 sin? (). u'u” est T

2 _
g est de la forme 2 x v'u™ avec u(z) =z — 1 et u/(z) =1 et n = 3.
Une primitive G de g sur |1 ; +oo[ est donc définie par :

(x—1)7°*+ 5« (-1 -1

—3+1 —2 (z— 1)

G(z) =2 x
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2x
241

T

e Pour tout z € R, h(z) = e
x

1
=X
) 2
1
h est de la forme 5 X o avec u(z) =22 +1>0sur R et u'(2) = 2.
u

1
Les primitives H de h sur R sont donc définies par H = 3 In(u) + k.
1
Une primitive est H(x) = B In(z? +1).
3
e Pour tout z € R, k(z) = 3e** ™! = 2 X 2271,

k est de la forme u'e" avec u(z) =2z + 1 et u/(z) = 2.

3 3
Une primitive K de k sur R est donc définie par K(x) = ie“ = 5621+1.
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