Terminale

MATHEMATIQUES

Raisonnement par récurrence : entrainement (corrigé)

Exercice 1

1. La fonction f est une fonction polynéme du second degré. Elle est donc dérivable sur R et pour tout x de R :
1 1 1
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" .1 1 . 4
L’équation 596 — — =0 a pour solution z = - =
2

1 Il s’agit d’'un polynéme du second degré avec
Or, 3 < 1, donc le tableau de variations de la fonction f est le| ¢ > 0. f est donc strictement décroissante puis

~

suivant : croissante sur R. Le changement de variation
b e 1
v 1 3 s’effectue en o = “on = ——41 = —. Ainsi,
a 2 X =
/() + : : i
f est strictement croissante sur [1 ; 3.
5 . 7
2
1
2. e Initialisation : ug = 3 et on a bien 1 < 3 < 3.
La propriété est donc vraie au rang 0.
, ~
o Hérédité : Pour cette démonstration, on va utiliser le
Supposons que pour un entier naturel n, on ait : sens de variation de la fonction f étudiée dans
. ; la question précédente. C’est cette fonction
I<un <3 Hypothese de récurrence. qui permet de passer de u, a u,;1 car on a
Unt+1 = f(uy). Et comme elle est croissante,
’ 3 1< < 3. . p
Montrons qu’alors on a : 1 < tny1 < 3 les nombres et les images sont rangées dans le
méme ordre.
On a
1< Up, <3 Hypothese de récurrence.
f) < flun) < f(3) On ne change pas l'ordre car f est croissante sur [1 ; 3]
~—— ~—~
=1 Un 41 :2,5

1 g Un+41 < 2; 5
Or, 2,5 < 3, donc on obtient 1 < u,4+1 < 3 ce qui est la propriété au rang n + 1.
Donc la propriété est vraie au rang n 4+ 1 (la propriété est donc héréditaire).

e Conclusion : Pour tout entier naturel n > 0, la propriété est vraie, ce qui équivaut a dire que :

Pour tout entier n > 0,ona 1l < u, <3
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3. La propriété a démontrer est la suivante :
Pour tout entier naturel n, u, > up41.

e Initialisation : 1
~ X

up =3 et up = f(uo) = f(3) = 1
On a ug > u1, la propriété est donc vraie au rang 0.

o Hérédité :
Supposons que pour un entier naturel n, on ait :
Up = Upt1 Hypothese de récurrence.

Montrons qu’alors on a : Up41 = Upta-

On a:
Up 2 Upt1 Par hypothese de récurrence.
flug) =f(ups1) f est croissante sur [1; 3].
Up41 = Up42 Propriété au rang n + 1.

1
32—1><3+1=2,5.

, 1

Ici, la propriété a démontrer n’est pas explici-
tement écrite. Il s’agit donc d’utiliser la défi-
nition de "la suite (u,) est décroissante" : une
suite u est décroissante si et seulement si pour
tout entier naturel n, u, = Up41.

Comment faire ? “

On va encore utiliser le sens de variation de la fonc-
tion f. En partant de I’hypothese de récurrence et
en "appliquant f", on doit obtenir 'inégalité au rang
n+ 1.

J

Attention N

Cette méthode ne marche que lorsque la fonc-
tion associée a la suite est croissante.
N’oubliez pas que f(u,) = Unt1

et f(uny1) = Ungo.

Donc la propriété est vraie au rang n 4+ 1 (la propriété est donc héréditaire).

e Conclusion : Pour tout entier naturel n > 0, la propriété est vraie, ce qui équivaut a dire que :

(un,) est une suite décroissante.

Exercice 2

- Attention

Dans le cas d’une suite définie par récurrence par u,+1 = f(u,), une représentation graphique de la suite
s’obtient en procédant de la facon suivante :

1. On trace la représentation graphique C de f et la droite d’équation y = x.
On place le premier terme ug sur 'axe des abscisses.

On utilise C pour construire uq = f(ug) sur 'axe des ordonnées.

On reporte u; sur ’axe des abscisses a 1'aide de la droite d’équation y = x.

On utilise C pour construire ug = f(u1) sur 'axe des ordonnées.

& & ke

etc.

On obtient alors la répresentation en chemin de la suite.

\.

~

1. Conjecture.

y=x
Y 1
—Yy=Zr+2
. // 3
_ -
1_
0 i T T 11:2 T /Ltll T T T T T LLIO 'x
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Graphiquement, ug > u1 = us. On conjecture que (u,) est décroissante.

2. La propriété a démontrer est la suivante :
Pour tout entier naturel n, u, = tn41-
e Initialisation :
up =12 et uy = f(uo) = f(12) = % x12+2=6.
On a ug > u1, la propriété est donc vraie au rang 0.

e Hérédité :
Supposons que pour un entier naturel n, on ait :
Up 2= Upt1 Hypothese de récurrence.

Montrons qu’alors on a : Up41 = Upta-

On va en avoir besoin

La fonction f associée a la suite est définie par f(z) = 3Tt 2. | Vous devez identifier la fonction f associée
1 la suite et justifier que celle-ci est croissante
C’est une fonction affine avec m = 3 > 0. pour pouvoir I'utiliser ensuite dans la démons-

Elle est donc strictement croissante sur R. tration.

Ona:

= Upt1 Par hypothese de récurrence.
flun) Z2f(unt1) f est croissante sur R.
>

Up 42 Propriété au rang n + 1.

Donc la propriété est vraie au rang n + 1 (la propriété est donc héréditaire).

e Conclusion : Pour tout entier naturel n > 0, la propriété est vraie, ce qui équivaut a dire que :

(up,) est une suite décroissante.

Exercice 3

1. Avec la calculatrice, on obtient :

n 0 1 2 3 4 5
U 1 3 6 11 20 37
Up — T 1 2 4 8 16 32

2. On remarque que 1 =2°, 2 =22 4 =22 8=23 16 = 2% 32 =2°.

On conjecture que u, —n = 2™,

Remarque

3. La propriété a démontrer est la suivante : C’est exactement la conjecture émise.
. . 2. o .
Pour tout entier naturel n, u, = 2" + n. En effet, on a conjecturé : u, —n = 2" ce qui
est u, = 2" + n.

e Initialisation :
ug=1let 2" +0=1.
La propriété est donc vraie au rang 0.

e Hérédité :
Supposons que pour un entier naturel n, on ait :

up, =2" +n Hypothese de récurrence.
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Montrons qu’alors on a : u, 1 = 2" + (n + 1).

On a:

Upt1 =2 u, +1-—n D’apres 1’énoncé.
~—
=2"+4n
Upnt1 = 212" +n)+1—n
Upy1 =2 X2"+2n+1—n D’apres 'hypothése de récurrence.
~——
:2n+1
Upe1 = 2" 441

Uny1 = 2" 4+ 1 Propriété au rang n + 1.

Donc la propriété est vraie au rang n 4+ 1 (la propriété est donc héréditaire).

e Conclusion : Pour tout entier naturel n > 0, la propriété est vraie, ce qui équivaut a dire que :

(up) =2"+n

Exercice 4

1. e Initialisation :
1 1 1 1

1
1
S = = = — t _ = .
! ;k(lﬁ—l) Ix(1+1) 291+1 2
La propriété est donc vraie au rang 1.

e Hérédité :
Supposons que pour un entier naturel n non nul, on ait :

Sn = Hypothese de récurrence.

1
Montrons qu’alors on a : Sy, 11 = i
n+2
Ona:
n+1 1
Shi1 = —_
i ; k(k+1)

" 1 1
:; IERCEDICED)

= + D’apres ’hypothése de récurrence.
n+l (n+1)(n+2) P P

n(n + 2) 1 . . , .
= + Mise au méme dénominateur.
(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)

_ n?+2n+1
C(n+1)(n+2)
n+1)2
n+1

= ) En simplifiant par n + 1. On obtient la propriété au rang n + 1.
n

Donc la propriété est vraie au rang n + 1 (la propriété est donc héréditaire).
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e Conclusion : Pour tout entier naturel n > 1, la propriété est vraie, ce qui équivaut a dire que :

2. a. Pour tout entier £ > 1 :

1 1 k+1 k k+1—-k 1

ko ok4+1k(k+1) k(k+1)  k(E+1)  EkE+1)

b. On écrit les égalités pour k =1, k =2, ..., jusqu'a k = n et c’est la cascade!
1 1 1
Powr k=1, ——m—=-—-.
11+1) 1 2 A . .
1 1 1 ssez classique comme raisonne-
Pour k=2, ———=-—+. ment avec les sommes (ou avec
2(2+1) 2 3 . .
1 1 1 des produits aussi). Il faut y pen-
Pour k = 3, =-——.
our 56+1) 3 4 ser.
1 1 1

P k= —_— = —— .
our " nn+1) n n+1

En faisant la somme membre & membre, il vient :

1 . 1 1 1
1(14+1)  2(2+1) N
Soit :

T O 0 U TR S

n+1
+1 1
n+l n+1
n+1-1

n+1
n

n+1

1
1
1
1
n
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Exercice 5

1. Soit n un entier naturel.
Le triangle AB,, B, 11 est rectangle en B,, donc, d’apres le théoréeme de Pythagore :

ABj = AB} +B,B;

03

On obtient alors uiﬂ = ui + 12 et par conséquent, pour tout n € N, w1 = vu? + 1.

2. Récurrence.
e Initialisation : ug =1 et uy = \/ud+1=+12+1= V2 > ug donc la propriété est donc vraie au rang
0;
e Hérédité : Soit n un entier naturel fixé quelconque.

On suppose vraie la propriété au rang n, c’est a dire u,41 > Uy.

Unt1 > Up < uZ,, >u’ car la fonction carré est strictement croissante sur[0; oof

=l g+ 1>ul+1

— u?lﬂ +1>+/u2+1 carla fonction racine est strictement croissante sur [0; oo
——— — v

Up41
Un+2
Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire donc, pour pout n € N, u,+1 > u,, et donc
la suite (u,,) est strictement croissante.

3. Récurrence.

a. u1=\/§, Ug = \/§2+1:\/§etu?,= \/§2+1:\/1:2,etc.
On peut conjecturer que, pour tout n € N, u,, = NCESY
b.
e Initialisation : up =1 or vO+ 1 = v/1 = 1 donc la propriété est donc vraie au rang 0;
e Hérédité : Soit n un entier naturel fixé quelconque.
On suppose vraie la propriété au rang n, c’est a dire u, = v/n + 1.
Upt1 = VuZ +1

/ 2
=1\+vn+1 +1 par hypothese de récurrence

=vn+1+1
=vn+2

Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire donc, pour pout n € N, u,, = vn + 1.
Les hypoténuses des triangles AB,, B, 1 rectangles en B,, sont donc de longueur respective 1, V2, V3,

VA =2 /5.
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