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GÉOMÉTRIE

1 Produit scalaire dans le plan

1.1 Définition avec normes et angle

Définition : Produit scalaire

Soit ⃗𝑢 et ⃗𝑣 deux vecteurs non nuls du plan. Il existe trois points 𝐴, 𝐵 et 𝐶 tels que ⃗𝑢 = 𝐴𝐵 et ⃗𝑣 = 𝐴𝐶.
On appelle produit scalaire des vecteurs ⃗𝑢 et ⃗𝑣 le nombre réel noté ⃗𝑢 ⋅ ⃗𝑣 défini par : ⃗𝑢 ⋅ ⃗𝑣 = ‖𝑢⃗‖ × ‖ ⃗𝑣‖ × cos(𝐵𝐴𝐶).
Autrement dit, 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos(𝐵𝐴𝐶).

Remarque

Si ⃗𝑢 = 0⃗ ou ⃗𝑣 = 0⃗ alors ⃗𝑢 ⋅ ⃗𝑣 = 0.

On appelle carré scalaire du vecteur 𝐴𝐵 la quantité
𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐵 et on la note 𝐴𝐵

2
.

Ainsi : 𝐴𝐵
2
= ‖𝐴𝐵‖2 = 𝐴𝐵2.
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Méthode : Calculer un produit scalaire avec le cosinus

Soit un triangle équilatéral 𝐴𝐵𝐶 de côté 5.
𝐼 est le milieu de [𝐴𝐵].
Calculer les produits scalaires :

1) 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶

2) 𝐴𝐼 ⋅ 𝐵𝐶
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1.2 Cas de vecteurs colinéaires

Propriété : Produit scalaire et vecteurs colinéaires

• Si A⃗B et 𝐴𝐶 sont colinéaires et de même sens, alors 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶.

• Si A⃗B et 𝐴𝐶 sont colinéaires et de sens contraire, alors 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶 = −𝐴𝐵 × 𝐴𝐶.
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https://www.youtube.com/watch?v=dfxz40fK0UI


1.3 Définition avec la projection orthogonale

Propriété : Produit scalaire et projection orthogonale
Soit trois points 𝐴, 𝐵 et 𝐶 avec 𝐴 et 𝐵 distincts.
Soit 𝐻 le projeté orthogonal de 𝐶 sur la droite (𝐴𝐵). Alors :

𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐻
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1.4 Symétrie et bilinéarité

Propriété : Symétrie et bilinéarité du produit scalaire

Soit ⃗𝑢, ⃗𝑣 et 𝑤⃗ trois vecteurs du plan et 𝑘 un réel.

• Symétrie : ⃗𝑢 ⋅ ⃗𝑣 = ⃗𝑣 ⋅ 𝑢⃗

• Bilinéarité : (𝑘 ⃗𝑢) ⋅ ⃗𝑣 = ⃗𝑢 ⋅ (𝑘 ⃗𝑣) = 𝑘 × (𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣) et ⃗𝑢 ⋅ ( ⃗𝑣 + 𝑤⃗) = 𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣 + 𝑢⃗ ⋅ 𝑤⃗

Méthode : Utiliser les formules (symétrie, bilinéarité...)

Soit ⃗𝑢 et ⃗𝑣 deux vecteurs de normes respectives 2 et 3 et tels que ⃗𝑢 ⋅ ⃗𝑣 = 1. Calculer :

1) ( ⃗𝑢 + ⃗𝑣) ⋅ (𝑢⃗ − ⃗𝑣)

2) ⃗𝑢 ⋅ (𝑢⃗ + ⃗𝑣)

3) −2 ⃗𝑣 ⋅ (3𝑢⃗ − ⃗𝑣)
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2 Propriété du produit scalaire

2.1 Expression en base orthonormé

Propriété : Expression du produit scalaire dans une base orthonormée

Dans une base orthonormée ( ⃗𝚤 , ⃗𝚥 ), on considère ⃗𝑢(𝑥 ; 𝑦) et ⃗𝑣(𝑥′ ; 𝑦′) deux vecteurs.
Alors :

⃗𝑢 ⋅ ⃗𝑣 = 𝑥𝑥 ′ + 𝑦𝑦 ′
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https://www.youtube.com/watch?v=_SDj-fG1S18


Méthode : Calculer un produit scalaire à partir des coordonnées

On donne deux vecteurs ⃗𝑢 (
−3
4
) et ⃗𝑣 (

−1
5
).

Calculer ⃗𝑢 ⋅ ⃗𝑣.
Youtube-Square

2.2 Norme d’un vecteur

Propriété : Expression de la norme en base orthonormée

Dans une base orthonormée ( ⃗𝚤 , ⃗𝚥 ), on considère le vecteur ⃗𝑢(𝑥 ; 𝑦).
Alors la norme du vecteur ⃗𝑢, notée ‖ ⃗𝑢‖, est donnée par :

‖ ⃗𝑢‖ = √𝑥2 + 𝑦2

2.3 Vecteurs orthogonaux

Définition : Vecteurs orthogonaux

Soit ⃗𝑢 et ⃗𝑣 deux vecteurs non nuls du plan et A, B, C et D quatre points tels que ⃗𝑢 = 𝐴𝐵 et ⃗𝑣 = 𝐶𝐷. Les vecteurs ⃗𝑢
et ⃗𝑣 sont dits orthogonaux lorsque les droites (𝐴𝐵) et (𝐶𝐷) sont perpendiculaires. On note ⃗𝑢 ⟂ ⃗𝑣.

A

B
C

⃗ᴂ
D

𝑣⃗

Le vecteur nul 0⃗ est orthogonal à tout vecteur du plan.

Propriété : Nullité du produit scalaire

Deux vecteurs ⃗𝑢 et ⃗𝑣 sont orthogonaux si et seulement si :

⃗𝑢 ⋅ ⃗𝑣 = 0

2.4 Critère d’orthogonalité

Propriété : Critère d’orthogonalité

Dans une base orthonormé, on considère deux vecteurs ⃗𝑢(𝑥 ; 𝑦) et ⃗𝑣(𝑥′ ; 𝑦′) :
Alors, ⃗𝑢 et ⃗𝑣 sont orthogonaux si et seulement si :

𝑥𝑥′ + 𝑦𝑦′ = 0
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https://www.youtube.com/watch?v=aOLRbG0IibY&list=PLVUDmbpupCaqXSHQxDf2kfOgQAIEDKggp&index=4


Méthode : Calculer un produit scalaire à partir des coordonnées

On donne les points 𝐴(2 ; 1), 𝐵(5 ; 3), 𝐶(1 ; 4) et 𝐷(5 ; −2).
Démontrer que (𝐴𝐵) et (𝐶𝐷) sont perpendiculaires. Youtube-Square

3 Applications du produit scalaire

3.1 Expression du produit scalaire à l’aide de normes

Propriété : Calcul de ‖ ⃗𝑢 + ⃗𝑣‖2

Pour tous vecteurs ⃗𝑢 et ⃗𝑣 :

‖ ⃗𝑢 + ⃗𝑣‖2 = ‖𝑢⃗‖2 + ‖ ⃗𝑣‖2 + 2𝑢⃗ ⋅ ⃗𝑣

Propriété : Expression du produit scalaire à l’aide de normes

Pour tous vecteurs ⃗𝑢 et ⃗𝑣 :

⃗𝑢 ⋅ ⃗𝑣 = 1
2 (‖ ⃗𝑢 + ⃗𝑣‖2 − ‖𝑢⃗‖2 − ‖ ⃗𝑣‖2)

Méthode : Calculer un produit scalaire avec les normes

Calculer le produit scalaire 𝐶𝐺 ⋅ 𝐶𝐹.
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https://www.youtube.com/watch?v=cTtV4DsoMLQ&index=5&list=PLVUDmbpupCaqXSHQxDf2kfOgQAIEDKggp
https://www.youtube.com/watch?v=iNsm05JimgA


3.2 Formule d’Al-Kashi

Propriété : Formule d’Al-Kashi

Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle. On note :
𝑎 = 𝐵𝐶, 𝑏 = 𝐴𝐶, 𝑐 = 𝐴𝐵. Alors :

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos𝐴

A

B

C

𝑎
𝑏

𝑐

Remarque

• On a de même : 𝑏2 = 𝑎2 + 𝑐2 − 2𝑎𝑐 cos𝐵 et 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos𝐶.
• Lorsque 𝐴 = 90°, la relation s’écrit : 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2.

Méthode : Appliquer le théorème d’Al Kashi

Calculer la mesure de l’angle 𝐵𝐴𝐶. ?A

B

C
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6
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3.3 Ensemble de points

Propriété : Ensemble de points et produit scalaire

𝐴 et 𝐵 sont deux points distincts donnés.
L’ensemble des points 𝑀 tels que 𝑀𝐴 ⋅ 𝑀𝐵 = 0
est le cercle de diamètre [𝐴𝐵]. 𝐼

B
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https://www.youtube.com/watch?v=-cQQAjHJ0Kc&feature=youtu.be
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