Terminale

MATHEMATIQUES

Primitives et équations différentielles : les démonstrations

1. Soit f une fonction continue et sur un intervalle I et F' une primitive de f sur I.
f admet une infinité de primitives Fj sur I de la forme :

Fyp:ox— F(z)+kaveckeR

e On montre que les fonctions Fj, sont bien des primitives de f sur I :
Pour tout x € L et k € R, Fj(z) = F'(x) = f(x). F) est bien une primitive de f sur I :

e On montre ensuite que toute primitive de f sur I est forcément de la forme v — F(z) + k (k € R) :
Soit G une primitive de f sur I. Ainsi, G’ = f = F’ et donc G’ — F' = 0.
GG — F est alors une fonction constante sur I et donc, pour tout x € I, il existe un réel k tel que :

Gx)—F(z) =k < G(x)=F(z)+k

2. Soit a € R.
Les solutions de 1'équation différentielle y' = ay sont les fonctions f définies sur R par fiy(z) = ke®”, avec
keR.

Soit a € R.
e Existence :
Soit k € R.
Soit fy définies sur R par fi(x) = ke®”.

fi est définie, continue et dérivable sur R.
Pour tout = € R, fj(x) = a x ke®”.
Donc f, est bien une solution de I'équation différentielle 3" = ay.

e Unicité de la forme :
Démontrons que les fonctions fj sont les seules solutions de I’équation différentielle ¢’ = ay.
Soit g une fonction dérivable sur R et solution de ’équation différentielle 4" = ay.

g(x)

ar

Soit la fonction ® définie sur R par ®(z) =

La fonction ® est définie, continue et dérivable sur R.

Pour tout z € R :
g'(v)e?” — ae*g(x)
(ea)?

ag(x)e®™ — ag(x)e
_ ag(@) - g(x) car ¢'(z) = ag(z)
= 0

P'(z) =

ax

Ainsi la fonction ® est constante sur R. (2)
g(x

eax :

C’est a dire, qu'il existe k € R, tel que pour tout x € R, ®(x) =k =
D’ou g(x) = ke®.
Donc toutes les solutions de I'équation différentielle y' = ay sont de la forme fi(z) = ke

ax
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