Terminale

MATHEMATIQUES

Rappels sur les suites

1 Définition
& Définition) :

Une suite numérique u est une fonction définie sur N, a valeurs dans R :

u : N—R
nr+— u(n) ou uy

On note cette suite (uy) ou (up)nen ou plus simplement wu.
uy, est un terme de la suite (u,) et n est U'indice du terme w,.

. J

Exemple : Soit u la suite définie sur N par u : n +— u(n) = u, = n?

Onadoncug=u(0)=0*=0;u; =u(l) =12 =1; uy = u(2) = 22 = 4.

2 Mode de génération d’une suite numérique

On peut exprimer de maniére explicite une suite (u,) par I'expression du terme général u, en fonction de n, c’est-a-dire
par une relation du type u, = f(n), ou f est la fonction associée a la suite (uy,).

Exemple : u,, = n? +2n — 5, n € N. On remarque que u,, = f(n) avec f(z) = 2% + 22 — 5.

Remarque : Dans ce cas, on peut calculer directement n’importe quel terme d’une suite définie de maniére explicite.

Une suite est définie par récurrence quand elle est définie par la donnée de :
e son premier terme;
e une relation du type u,+1 = f(un) qui permet de calculer, & partir de chaque terme, le terme suivant.
f est la fonction associée a la suite (u, ). Cette relation est appelée relation de récurrence.

Exemple : (v,,) est la suite définie par vg = 1 et pour tout entier naturel n, v,+1 = 3v, — 1.

Remarque : On ne peut pas calculer le terme v5 directement, mais seulement & partir de son prédécesseur vy.

2.1 Nature d’une suite

@ Définition_ 3 \

Une suite (uy,) est dite arithmétique lorsqu’il existe un réel r tel
que, pour tout entier naturel n,

Pour prouver qu’une suite (u,) est
arithmétique, on montre que, pour tout
entier naturel n, la différence uy, 11 —uy,

Up+1 = Up + 7 OU Uy = Ug + N7 < ..,
est constante, c’est-a-dire indépendante

Le nombre r est appelé la raison de la suite arithmétique. de n.

@ Définition) W Méthode \
Une suite (v,) est dite géométrique lorsqu’il existe un réel ¢ tel Pour prouver qu’une suite (v,) est géo-
que, pour tout entier naturel n, métrique, on montre que, pour tout

. . Un+1
entier naturel n, le quotient est

Uptl =Up X q OU Uy =0y X q" Up,
constant, c’est-a-dire indépendant de
Le nombre q est appelé la raison de la suite géométrique. n.

. J
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2.2 Somme des termes d’une suite

Soit n un entier naturel non nul. Alors la somme des n premiers termes non nuls est :

n(n+1)

1+2+3+...... +n 5

Avec cette formule, on en déduit la somme des premiers termes d’une suite arithmétique (uy,) :

Uo + Un

Uy + UL+ U+ +u,=(Mm+1)x 5

.

Exemple : Déterminer la valeur de n telle que 1 +2+ 3+ ... +n = 300.

- - n(n+1) . 2 X
1+4243+...+4n=300< ——= =300 <= n"+n — 600 =0.

A = b*4ac =1* — 4 x 1 x (—600) = 2401 > 0.
~b— VA  —1-49

b+ VA 1449

L’équation admet deux solutions n; = = =—-25<0et ng = 24 < 0.
94 x 25 2a 2 2a 2
On trouve alors n = 24. ~ = 300.
Soit ¢ # 1. Pour tout n € N :
1 o anrl
l+g+¢*+...... +¢q"=—"

L—q
Avec cette formule, on en déduit la somme des premiers termes d’une suite géométrique (v,) de terme initial vy et de
raison ¢ # 1 :

Vo+v1 FvH ... + v, = Vg X

.

Exemple : Soit (v,,) une suite géométrique de raison ¢ = 0,75 et de terme initial vy = 60.
12

Calculer la somme S = Z Un. (On arrondira le résultat au milliéme prés)
k=0

1 — g'2+1

- =60 x 4 x (1 —0,75") ~ 234,298.
—q

S =wvg+v1+v+...4+v19 =19 X

2.3 Variations d’une suite

e On dit qu'une suite (u,) est croissante & partir du rang no € N si pour tout entier naturel n > ng :
Up < Up+1

e On dit qu’une suite (u,) est décroissante a partir du rang ng € N si pour tout entier naturel n > ng :
Up, = Up+1

e On dit qu'une suite (u,) est monotone & partir du rang ng € N si elle est soit croissante a partir du rang ng, soit
décroissante a partir du rang ng.

e On dit qu’une suite (u,) est constante & partir du rang ng € N si pour tout entier naturel n > ng :

Up = Up41
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Pour étudier le sens de variation d’une suite (uy), on peut :
e Etudier le signe de wp+1 — Uy, ;

un+1

e Si tous les termes de la suite u sont de méme signe et non nul, on peut comparer et 1;

n
(utile en présence de fractions ou puissances)

e Si la suite est définie de maniére explicite, c’est-a-dire si pour tout entier naturel n, on a u, = f(n) ou f est une
fonction définie sur R, on peut étudier le sens de variation de f sur R ;

e Si la suite est définie par récurrence, on utilise un raisonnement par récurrence.

"

Exemples : Etudier le sens de variation des suites (u,) et (hy) définies sur N par :

Up = VN +2 et hp+1 = 0,75h, + 30 avec hy = 80

1¥**méthode :
Pour tout n € N : 2°™M°méthode :
Unt1 —tn = VRT3 —vnt2 En remarquant que pour tout n € N, u,, > 0:

(Vn+3—vn+2)(vn+3++vn+2)
Vni3+vni2 Upy1  Vn+3  [n+3

(n+3)—(n+2) un  Vnt+2 Vn+2
vn+3+vn+2
n+3 n+3
- 1 -0 Or, pour tout n € N, +2>1d0nc +2>\/I.
= n n
Vn+3+vn+2 La suite (u,) est strictement croissante.

La suite (u,) est strictement croissante.

3*meméthode : Chaque terme de la suite (u,) est de la forme u,, = f(n) avec f : 2 — v + 2 définie sur RT.

Or, f est strictement croissante sur R car la fonction racine conserve les mémes variations que la fonction affine z — 42
strictement croissante sur R

Donc, pour tout n e Nyn+1>n = upy1 > up.

La suite (u,,) est strictement croissante.

On commence par calculer quelques termes pour conjecturer le sens de variation de la suite (h,) : ho = 80, hy =
0,75 x 80 + 30 = 90, ho = 0,75 x 90 4+ 30 = 97,5, etc.

Montrons par récurrence que la suite (h,,) est strictement croissante :
Initialisation : on sait déja que hg < hy;

Hérédité : On suppose qu’il existe un certain n € N tel que h,, < h,41, on obtient alors :

0,75h, < 0,75h,11 <= 0,75h, +30 < 0,75hp4+1 + 30 <= hpy1 < hpyo

L’hérédité est démontrée, donc la suite (hy,) est strictement croissante.
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