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Chapitre 11

Primitives et équations différentielles

Les

110.
111.
112.
113.
114.

I.

Théoréme

savoir-faire

Montrer qu'une fonction est primitive d’une fonction donnée.
Déterminer les primitives d’une fonction donnée.

Résoudre une équation différentielle de la forme 3’ = ay.
Résoudre une équation différentielle de la forme 3" = ay + b.

Résoudre une équation différentielle de la forme 3’ = ay + f.

Primitive d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b].
On appelle primitive de f sur [a ; b] toute fonction F dérivable sur [a ; b] telle que pour tout réel z € [a ; b] :

Fl(z) = f(x)

Théoréeme
Toute fonction f continue sur un intervalle I admet des primitives sur 1.

Théoréme

Soit f une fonction continue et sur un intervalle I et F' une primitive de f sur I.
f admet une infinité de primitives Fj sur I de la forme :

Fp:zx+— F(z)+kaveck eR




II. Calculs de primitives

1. Tableau de primitives

fx) = F(x) = I=
m (constante) mx + k R
1
x 3 22 4+ k R
n * Tl Sin< =2,
z" (ne€Z" \{-1}) 7L+1+k7 ] — 00; 0] ou ]0; +oo].
1
— ——+k ] —o00; 0[ou]0; 4o
x x
N T+ k J0;5 4o0]
cos(z) sin(z) + k R
sin(z) —cos(z) + k R
e’ e’ +k R
1
= In(z) + k 105 +o0]
x
Exemples :
Dans chaque cas, déterminer une primitive F de f.
a. f(x)=5z" b. f(x)=5x—-3 c. f(x)=2°—22
2 1
d f2)= -2 e fl@)=>+ — £ f(z) = 4e”
x T
2. Fonctions composées
u est une fonction dérivable sur un intervalle I.
f(x) = F(x) = Conditions
u’ u™ avec untt )
< - 4 .
neZ {1} n+1+k Sin<—2,u(x) #0

“ Vu+k

u(z) > 0 sur I

2y/u
u’ 1
— —-= u(z) # 0 sur I
u? U
u'e" e+ k Aucune
u/
In(u) + k u(z) >0 sur I

Propriété

Si v est une fonction dérivable sur un intervalle J et u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que pour
tout = de I, u(z) € J, alors la fonction (v o u) x u’ admet pour primitive sur I la fonction v o u.

Exemples :
Dans chaque cas, déterminer une primitive F de f.

a. f(z)=ae” b f(z) =t


https://www.youtube.com/watch?v=GA6jMgLd_Cw&list=PLVUDmbpupCaotX5idBCunutFUfZvIQFSs&index=7
https://www.youtube.com/watch?v=gxRpmHWnoGQ&list=PLVUDmbpupCaotX5idBCunutFUfZvIQFSs&index=9
https://www.youtube.com/watch?v=iiq6eUQee9g&index=10&list=PLVUDmbpupCaotX5idBCunutFUfZvIQFSs

3. Primitives et conditions initiales

Primitive sous condition initiale

Soit f une fonction continue et définie sur un intervalle I. Pour tout réel zy de I et tout yg € R, il existe une
unique primitive G de f vérifiant la condition initiale :

G(z0) = Yo

Exemples :

3
Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par : f(z) = 2e* + — — bx.
x
Déterminer la primitive de f qui prend la valeur 2e en 1.

III. Equations différentielles

1. Equations différentielles

— Une équation différentielle est une égalité liant une fonction inconnue y de la variable z, ses dérivées
successives ¢, y”, .... et éventuellement d’autres fonctions (constantes, f,....).

— On appelle solution d’'une équation différentielle toute fonction dérivable vérifiant 1’égalité.

— Résoudre une équation différentielle, c’est trouver toutes les fonctions solutions vérifiant I’égalité.

Exemple :
Prouver que la fonction g définie sur 0 ; 4oo[ par g(z) = 322 4 In(x) est solution de ’équation différentielle

Y =6zt

2. Equation différentielle y’ = ay

Théoréme

Les équations différentielles de la forme 3’ = ay oll a est un réel non nul ont pour solutions les fonctions
x — Ce®”, avec C réel.

Remarque :
Pour z et yo deux réels donnés, il existe une unique fonction f solution de 1’équation différentielle vy = ay
prenant la valeur yg en g, ¢’est-a-dire vérifiant la « condition initiale » f(z9) = yo.

Exemple :
On considére 1’équation différentielle 3y’ + 5y = 0.
1. Déterminer la solution générale de cette équation.

2. Déterminer 1'unique solution telle que y(1) = 2.

3. Equation différentielle y' = ay + b

Théoréme

Les équations différentielles de la forme y’ = ay + b ot a est un réel non nul et b un réel ont pour solutions les

. b .
fonctions z — Ce®® — —, avec C réel.
a

Remarque :
Pour zg et yo deux réels donnés, il existe une unique fonction f solution de ’équation différentielle y' = ay
prenant la valeur yg en g, ¢’est-a-dire vérifiant la « condition initiale » f(z9) = yo.

3 e


https://www.youtube.com/watch?v=-q9M7oJ9gkI&list=PLVUDmbpupCaotX5idBCunutFUfZvIQFSs&index=12
https://www.youtube.com/watch?v=LX8PxR-ScfM&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=YJNHTq85tJA&feature=youtu.be

Exemple :

On considére 1’équation différentielle y' = 3y — 2.

1. Déterminer la solution particuliere constante de cette équation.

2. Déterminer la forme générale des solutions de 1’équation.

4. Equation différentielle v = ay + f

Théoréme

Soit a un réel et f une fonction définie sur un intervalle /. Etant donnée une solution particuliere yg de I’équation
différentielle y' = ay + f, les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme z — Ce®” + yo(z), avec
C eR.

Exemple :

On consideére Iéquation différentielle i/ — 2y = 2.
1 1 1

1. Démontrer que la fonction u définie sur R par u(z) = —5332 —5T~ 7 est solution de ’équation.

2. En déduire la forme générale de toutes les solutions de I’équation.


https://www.youtube.com/watch?v=F_LQLZ8rUhg&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=QeGvVncvyLc&feature=youtu.be
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